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Einleitung. 


In der Abhandlung: Theoria novi Multiplicatoris!) stellt 
Jacobi einen dem Eulerschen Multiplicator für eine gewöhnliche 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Veränderlichen 
entsprechenden Multiplicator für ein System von n simultanen 
gewöhnlichen Differentialgleichungen mit n+-1 Veränderlichen auf 
und leitet aus diesem unter Benutzung von n—1 Integralgleichun- 
gen des Systems den Eulerschen Multiplicator der allein noch 
übrig bleibenden Differentialgleichung zwischen zwei Veränder- 
lichen ab, führt mithin die letzte Integration mit Hülfe des, Mul- 
tiplicators des Systems auf eine blosse Quadratur zurück. Dieses 
Resultat bezeichnet er mit dem Namen: „Das Princip des letzten 
Multiplicators.“ 

Dasselbe wird (auch für Differentialgleichungen höherer Ord- 
nung, da sich solche leicht in Differentialgleichungen erster Ord- 
nung verwandeln lassen) anwendbar, sobald sich eine Lösung 
einer gewissen, den Jacobischen Multiplicator definirenden, nicht 
linearen partiellen Differentialgleichung finden lässt. 

Eine solche Lösung hat nun Jacobi allgemein für die ver- 
schiedenen Formen der Differentialgleichungen der analytischen 
Mechanik abgeleitet unter der Voraussetzung, dass die Kräfte 
nur von den Coordinaten und der Zeit abhängen; doch lässt sich, 
wie die folgenden Untersuchungen zeigen, der Jacobische Multi- 
plicator ebenfalls für solche Probleme aufstellen, bei denen eine 
auch von den ersten Derivirten nach der Zeit der Art abhängende 
Kräftefunction besteht, wie sie Professor Schering ?) in die Wis- 
senschaft eingeführt hat. Diese Kräftefunction ist, wenn wir bei 


1) Crelle’s Journal: Band XXVII u. XXIX; siehe auch: Vorlesungen über 
Dynamik von C. G. J. Jacobi herausgegeben von A. Clebsch. Berlin 1866. 
S. 71—143. 

2) Hamilton-Jacobische Theorie für Kräfte, deren Maass von der Bewe- 
gung der Körper abhängt v. E. Schering. Göttingen 1873. S. 16. 


N 


einem Massensystem von n Punkten die rechtwinkeligen Coordi- 
naten eines derselben mit x;, yi, Zi, die ersten Derivirten nach der 
Zeit mit x, Yi, Zi, die längst der Axen auf denselben wirkenden 
Kräftecomponenten mit X,, Yı, Z und die Kräftefunction mit V 
bezeichnen, durch die Gleich. 2%: 6%: + Yıdyı + 7,024) = 08V 


2 2(I- +, ann öz;) definirt. 


Ehe wir zu unserer Aufgabe selbst übergehen, stellen wir 
noch kurz die für das Folgende wichtigen Resultate aus der 
Theorie des Multiplicators und dessen Anwendung zur Integra- 
tion zusammen. 

Ist das System von n gewöhnlichen simultanen Differential- 
gleichungen erster Ordnung 

1) dx:d, da... dx uam X X, X 
vorgelegt und bezeichnet M irgend eine Lösung der partiellen 
Differentialgleichung 
an an oMX 


nun —0% 
sind ferner n—1 ae 
u san... 1,0 
gefunden mit den willkürlichen Integrationsconstanten a, ... An, 


welche die linken Seiten nicht affıziren, und verstehen wir unter 
u und v zwei SD Ye X, X} ..Xn, Setzen schliesslich 
gu 
a en 


ie RR 
Kt ee) 


und bilden die Functionaldeterminante 


ou du 
OX 0x igR, 
ov Ov ov 
dx Ox, See Ox, 
df, d£, öf, _ Ilavlz 2... fa) 


em) moß@e a 


| BOB eK Ja ern a De ER ER or Ve iur Wer u SAL) 


der Eulersche Multiplicator der Differential- 


M 
dann ist REN 
OR) 
gleichung 


Vdu— Udv=0; 
es wird also die noch übrig bleibende Integration durch die 
Quadratur 


M (Vdu — Udv) 
3) DU EN = const. 
O(&Xı .. Xn) 


geleistet, wenn unter dem Integralzeichen M, U, V und die 
Functionaldeterminante in u, v und den Constanten a, ... A, Aus- 
gedrückt werden. 

Die partielle Differentialgleichung (2) lässt sich weiter mit 
Hülfe des vorgelegten Systems (1) leicht in die gewöhnliche Dif- 
ferentialgleichung 
en 0X ss 
+3 x \0ox Fr et 
verwandeln, nn ihrerseits ebenfalls zur Bestimmung eines 
Multiplicatorwertes benutzt werden kann. 

Hat sich nun für ein mechanisches Problem das folgende 
System von m Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit den 


4) 


von der Zeit t eis! Veränderlichen &, .... &m ergeben: 
dt? a gta ar 


wo die rechten Seiten keine zweiten Derivirten enthalten sollen, 
und führen wir nach der Bezeichnungsweise von Lagrange die 
ersten Derivirten durch die Gleichungen 
d dem 
A, 
ebenfalls als nn ein, so EN der Multiplicator des 
entstandenen Systems von 2m Differentialgleichungen erster Ord- 
nung 


dt:d&,:dE, L:E,2 8 

:d&,:dE, | &,: Aa 

Sl en. 
dk: de | Ense 


welchen Jacobi auch als Multiplicator des Systems (5) bezeichnet, 
durch die Gleichung 
dlogM OA, DAR... 
it Eu = 
definirt oder, wenn wir 


daEins ” En ” 
en ee in 5m 


Ö 


setzen, durch 
dlogM 08, , 9%, Em 
rn ar u 

Kommt in den Gleichungen (5) oder (6) t nicht explicite, son- 
dern nur als Differential dt vor, so besteht die letzte Integration, 
welche t einführt, schon von vornherein in einer Quadratur; fer- 
ner ist dann ein von t freier Multiplicator des Systems (6) auch 
ein Multiplicator des verkürzten, t nicht enthaltenden Systems 


/ d&,:dE, | | | EA, 


Bi 0 IR en ET RT EIER. 


und umgekehrt, sodass sich also bei Kenntniss eines solchen Mul- 
tiplicatorwertes schon die vorletzte Integration auf eine Quadra- 
tur zurückführen lässt. 

Aehnliches gilt im entsprechend erweiterten Maasse, wenn 
in der Gleichung (5) oder (6) eine oder mehrere der Veränder- 
lichen nicht selbst, sondern nur ihre Differentiale enthalten sind. 


Der Jacobische Multiplicator 


für 


die verschiedenen Formen der Differentialgleichungen 
der analytischen Mechanik. 


She 


Der Multiplicator der Differentialgleichungen in der 
II. Lagrangeschen Form. 


Wählen wir als Coordinaten der Punkte eines Massensystems, 
welches beliebigen Bedingungen unterworfen ist und von Kräften 
beeinflusst wird, für welche eine in der Einleitung näher ange- 
gebene allgemeine Kräftefunction .V besteht, solche Grössen q,, 
da -.. Qx, die von einander. unabhängig sind, die also, wenn die 
Bedingungen in Gleichungen ausgedrückt sind, diese identisch 
erfüllen, und bezeichnen wir die lebendige Kraft des Systems mit 
T, so gilt das Hamiltonsche Princip 

1) $(T+ V)dt=0, 
und wir erhalten, wenn wir die Variation ausführen, die Diffe- 
rentialgleichungen in der II. Lagrangerschen Form 


d AT+V)_ UN _y 


dt dqgı 09 
d «T-+V) ATHVN)_yg 
dt dq% edge 
oder, wenn wir allgemein 
AT+N 
DgalmsotT Pr setzen, 


ds MV de KEH-W 
2) dt dq, =0, .. Kar dan == () 


a 


Da diese Gleichungen, durch Ausführung der Variation (1) 
entstanden, nur einen speziellen Fall der allgemeinen isoperime- 
trischen Gleichungen bilden, so lässt sich der Multiplicator der- 
selben durch Spezialisirung des allgemeinen Theorems aufstellen, 
welches Jacobi in Crelle’s. Journal, B. XXIX. S. 362—376 ent- 
wickelt hat. Wir wollen jedoch den Wert des Multiplicators aus 
den Gleichungen (2) direct ableiten, um uns auf die Einzelheiten 
dieser Ableitung später beziehen zu können. 

Denken wir uns die Gleichungen (2) nach den zweiten De- 
rivirten qQ’, .. q' aufgelöst, so wird der Multiplicator derselben 
nach Gleichung (7) der Einleitung bestimmt durch 


dlogM | üq”, dgy% 
dt ea. —+ er Ö 
oder 
nlosM erg 
3) De .- Aa, — 0, s—lla. 0 
Um den Wert von a zu finden, setzen wir zur Abkürzung 
dp, „Och N) | 
Ma dq, ® 
u dp OCEEN) 
U = Ar Ode 19, 


und erhalten durch Differentiation dieser Gleichungen nach g‘,, 
indem wir qQ’,..q x als Functionen von q’, zu betrachten haben, 
die Gleichungen 
Yy, og”, Id, dgq”; 0%, og’ , Oyı an 
s — “07.8 gg 0g; + eze.rs og x gs + 

od, Og”ı Od, gs Iyr Ig”i , Or 

” 7 ae ... WIHDNETT EN TE ET ET  — 
gı OQs da’ da T oq k OQs Fan, 


vn 9a”... un dats, Own du’ 
09”, 07, ° ’darıdal N ag: Fa 


Führen wir hier ferner die Bezeichnung ein: 


so kommt das System von ya: 


da” A 
1 RL NN Ag +: En +b,=0 
on. B 


Bug At. tag de >, © me 


Akı di ., . Aks ara Er. ; + bu 0. 
Beachten wir nun, dass die ch gebildet aus 
den Grössen 4; ... Ark nicht identisch verschwinden kann, ebenso 
wenig jede der Grössen b,, . . Dxs, weil sonst die Gleichungen 
(4) nicht von einander unabhängig sein könnten, so zeigt sich 


die Auflösbarkeit des letzten Gleichungssystems nach oe 


Die Auflösung selbst ergibt, wenn die Functionaldeterminante 


Wer) m 
og"1,4"...4'%) 


gesetzt wird 


RT» OR IR 
Rt Ecke vor ci ren 


oder 


R Men no; r=(u2....n 


——— —uu_ 2 u Un 2.0, = (1,2, ST 


Durch Einführung dieses Werten verwandelt sich die Gleichung 
(3) für den Multiplicator in 


dlogM_ 1 OR 
Vs Bien 


DNA ATORT SET AT). 


RL 


Diese Gleichung lässt sich weiter umformen, wenn wir auf die 
besonderen Eigenschaften der Grössen a,, und b;s Rücksicht 
nehmen. Es ist nämlich zunächst, wenn wir in 


d oT-+V) 
lee en ge da 
die vollständige Derivirte ausführen 
eo 2 OD: , 2: AT+V) 
fe Si “ 
mithin, wenn wir nach q’, differentiiren 
Ob, _ OPr 
ds 09, 


oder infolge der Gleichungen (5) 
Ob: _ pr _ DAT +V), 
0g7, 04.0 00000 
durch Vertauschung der Indices r und s erhalten wir weiter 
. un en 
a 04, ı Ad 3 00.008 


a AB => 


9 


also 
2) Bu Ar 
Ferner wird durch Differentiation nach q', 
od, 02p. gi 0?p. 0°p. One 
bu Gr HE De EEE 


99, Todd, ug, dog, "das 
oder 


09, = 700.044 


_Odr _ d OPpr , OPr __OPs 
"00, add, ' og, 0 
und durch Vertauschung der Indices r und s 
Os __d Opa |, OPs OP: 
Toner sdtdg, dar. de 


Durch Addition der beiden letzten a sich 


10) b 


d OP- d OP: u 
Or ea a, m + di 
oder 
bes+Bor __ d 
+ SEE EEE 
u mn m 
Wegen Gleichung (9) ist nun 
wen 


und, wenn wir die Form der Determinante R, welche dadurch 
entsteht, dass wir gemäss der Gleichung (9) sämmtliche Elemente 
sr, für welche r<{s ist, ersetzen durch die ihnen gleichen Ele- 
mente d,,, mit (R) bezeichnen, so wird bei Benutzung der Glei- 
chung (11) 
o(R) __ OR OR Ol 
08.177 09, En ars En 
OR) __ 
OA: = 
Hiernach lässt sich die Doppelsumme in Gleichung (7) folgen- 
dermaassen umformen: 


IR 
221, dem 2 +2 z bat Dar )» 17< 


or... De 
ge u (de + Be } 

OR Be bis en ber 
Br ee Ode r an 


rs = = 2 a h 1<s, 


Dadurch geht die Be (7) IR in 


dlogM _ kes; OR) bs + bar, 
dt... .R. 08, 2 


r<s 


oder wegen (10*) 
dlogM _ 1 „.O(R) din 
ke RE > 


dlogM _1dR d 
de TR dead ar 
Es ist also, wenn wir von einem constanten Factor absehen 
di Wr) 
Mh AIRES 
ICE 3) 
Beaiten wir schliesslich noch die Gleichung (8), so er- 
halten wir als Multiplicator der Differentialgleichungen (2) in der 


II. Lagrangeschen Form den Wert 


u 
OT V) 9T-V) 0%XT-+V) 
gg, 9gı dgadgı °"" Oyudgı 
0°T-++V) 0°(T-+V) 0°T-+V) 


u | 9 09, Og.dg, °"" dgu0gr 
DTM OCTHY)  DATHM| 
| dd og da 0ge." Ogadg 
.294T+V)® 
AT | agrang| 
Ist V eine ganze rationale Function zweiten Grades der ersten 


OXT-+V 


Derivirten q, .. x, so enthält ne . ‚ da T stets eine ganze 


Function zweiten Grades von q, .: qx ist, die ersten Derivirten 
gar nicht mehr, mithin hat der Multiplicator dann einen nur von 
der Zeit t und den Coordinaten q, .. qk abhängigen Wert. 

Ist V nur eine lineare Function der ersten Derivirten q, .. Qx 
oder von denselben ganz unabhängig, wie bei der Anziehung 
nach dem Newton’schen Gesetze, so reduzirt sich, da in beiden 
Fällen 

| 0°V 
| 04’ Og/s 
der Multiplicator auf den von Jacobi aufgestellten Wert 
au 
vr lögs.dai 


0) ist, 


BU 9, 
Der Multiplicator der Bewegungsgleichungen eines voll- 
kommen freien Systems. 


Bezeichnen wir die Masse eines der n Punkte eines voll- 
kommen freien Systems mit m;, seine rechtwinkeligen Coordinaten 
mit x;, yi, zı und die darauf längst der Axen wirkenden Kräfte- 
componenten mit X, Y;, Z, so lauten die Bewegungsgleichungen 

d’x; d’y; d’z; 
ii (1,9,3%. 0), 


— A = .Yas.M 


SR 115 Pace 
Nun ist gemäss der Definition von V 
ZRöx + Yıöyıt Zö2)=0V- & 2 Aa. ay tar, Yu) 


’0V oV 
=2(3, tan opti, & 1) 


mz e ox; 4 öy Her) 


oVd oV d, oV d 
a a oe 1“) 


a) 
oder, da 


IX, = S(&x) ist, 
&(Kıöx + Yıöyı +7,02) = 2 -. 2 x, 
d OV 
ae (3 — dt dy’ Ta 
d oV 
an (I dt 9z'; ‚ia 


Lassen wir hier, der Reihe nach ausgenommen öx;, Öy;, 62, 
alle Variationen verschwinden, so kommt 
BesoV don. 2 own Oyım _ OVRRMLOV 
ax dor an deowme nn. oz 2.dt.ozi 
und die Bewegungsgleichungen (1) gehen durch Einsetzung dieser 
Werte über in 
am d’x; _ OV 10V, ee A 
mie I dio ide: oyı deay;’ 
ana’zı  aV ‚ahd,uN 
5 dt? a 02; dt oz; 
ji =1(1)83 360) 
oder, wenn wir der Uebersicht halber 
Vm%&=$4-,; Vmy = Ei; Vmz=$y, 


setzen 

d’& 0V d 0V 
di? 7 0%  dtddr 
karl, 2) 32330). 


3) 


EN al Re 


Diese Gleichungen lassen sich zunächst folgendermaassen um- 


formen: 
Ei oV’ dAWV 


I dtdE% 
d | , DM N 2m 
4) dt ME 035K—= (152 Be 3n) 
und weiter durch Einführung der lebendigen Kraft leicht auf die 
II. Lagrangesche Form bringen. Es ist nämlich 


be 2 2m X? + y7?+zZ) = ls ee 
2; 2 x 
also 
se, er ==10, 
Bei Berücksichtigung dieser Werte gehen die Gleichungen (4) 
über in 
dTV) „alle V)aR,: 
A ON \ Re 2.8 i 
) dt 9% Son ==0SK (1, 3 3n) 
Der Multiplicator dieser Differentialgleichungen, oder, was das- 


selbe sagt, der Gleichungen (3) hatnach dem vorigen Paragraphen 
den Wert 


his ‚OrT-EV: re 41, . an) 
—ı OB.oe, |’ (1, . 3n)' 
Da ferner . 
I 
as oist fürrs 
0°T I 
dF, Ar A ist Tür 7, 
so lässt sich die Determinante auch schreiben 
1 0?’V 9?:V ONE | 
a 
. 02V Ba 02V ..02V 
M (GRAB 08, 08, 08, 0E,' x OE san 08, 
9°:V 9?V 9’V 


Ngr Ag 3er Apr ++ ° 1 er NDgr 
8 On? EI TE ET 

Es wird also der Multiplicator für die Differentialgleichungen 
eines vollkommen freien Systems in rechtwinkeligen Coordinaten 


a 


nur von den zweiten Differentialquotienten der Kräftefunction 

nach den Grössen &,..&sn bestimmt; ist daher die letztere eine 

lineare Function dieser Grössen oder von ihnen ganz unabhängig, 

so erhält der Multiplicator den von Jacobi angegebenen Wert 
Mu=z1 eonstis =gi 


8. 3. 


Der Multiplicator der Differentialgleichungen in der 1. 
Lagrangeschen Form. 


Ist die Bewegung des Systems von n Massenpunkten ge- 
wissen Bedingungen unterworfen, welche durch die folgenden m 
Gleichungen | 

9 =0,9%=0,...Q9m =0 
dargestellt sein mögen, und verstehen wir unter A,, Ag ... An M 
unbestimmte Factoren, so lauten die Differentialgleichungen der 
Bewegung in der I. Lagrangeschen Form 


2 
ON d Eee u m 


a "9 tax, Ox; 
dy_ 90V daov om ae Ipm 
l) m 5 dt? eh dt ayi; = kmn. nz A, oyı 4 .. Am dyı 


(2, BROVaydr0V “ S2 Ipm 
m oz, did; au ren 0 un @ 02; ’ 
Leah, 2a). 
Setzen wir hier wiederum 
Vox Es; Vin y — a Vin = Eu, 
so gehen die Gleichungen über in 
2 BO VN Opz 
2 SE Ta eo 
rl he 
und wenn wir analog dem Verfahren des vorigen Paragraphen die 


lebendige Kraft T 914 einführen, erhalten wir als Be- 
k 


wegungsgleichungen 
d ITCHYV) _ AT+V) 2 
u? er 


ER 
Infolge der Einführung der m unbestimmten Factoren A,, Aa .. Am, 
welche als vorläufig noch unbestimmte Funktionen von t, & . 
Em Ei -. En anzusehen sind, ist dies ein System von ön=k 
von einander unabhängiger Gleichungen, welche sich von den 
Gleichungen (2) des Paragraphen (1) nur durch Hinzutritt des 
Ausdrucks 


Ops 
= Ag d£, 
unterscheiden. 
Der Multiplicator derselben wird bestimmt durch die Gleichung 
d Joe M 08, 0E%, 0% _ ? 
mar od 
dlogM 0E, 
a Tre 
== (1,2:,. K). 


Setzen wir nun, um aus den Gleichungen (3) den Wert von 


08; 


JE zu bestimmen, entsprechend dem Verfahren im Paragraphen 


(1) allgemein 
d o(T-+V) olTEV) 4 


5) dt dE, 08 Er 
ee ne Ipg 
— ht —_ahtt es E: 
"u Yonn 0 0 
und 
Or Lu D. ar 
6) 0, —= Ars; DE, =D na rs ba 
sodass also, da 
gu*rt, a ; 
8, ==0 1st, 
N n 
oe, RER 08, r8 
av, en out, Bun, a a 


Ben. 
wird, und differentiiren die Gleichungen d, = 0, r=(1,2..3n=_k) 
nach &,, indem wir &”,, &°, ... €’, als Functionen von &, be- 
trachten, so kommt das System von 3n=-k Gleichungen 


Be 


a a u ae a 


08, 08% DE a 
ul ek dF, Sr Ha ar lt 
ar, er E HauS 1% et De ee 


und durch Auflösung derselben nach 5 entsteht unter Benutzung 


der Bezeichnung 


1 42 dık 
A9ı 92 ok 
ER BEN —_ dd .%) _R 
TR gez 2) 
Akı Ako Akk 
entsteht 
nn £ 


+ ++ OR + ++ 
tn (b*,, — b OR Er Hl. ks — bu) 0 
08° OR + ++ \ — 

DE E (b ra — D rs) = 0. 
rt lu2e ER), 
08”, 


Durch Einsetzung des so erhaltenen Wertes von dE, verwandelt 


sich die Gleichung (4) für den Multiplicator in 


Beachten wir nun, dass 
| b+ _ Orr an. Odr _ W*, 
me 0E, I ER N IE, 
Era am vi arte w 
ala O&: 
gesetzt worden war, so zeigt sich, dass die erste Doppelsumme 


1 OR 
Br OArs bir 


I* 


a 


genau mit der Doppelsumme in Gleichung (7) des Paragraphen 
(1) übereinstimmt, wenn an die Stelle der Grössen & die Grössen 
q gesetzt werden. Es lassen sich mit derselben daher auch die- 
selben Umwandlungen vornehmen; mithin ist nach Gleichung (7) 
und (12) des as (1) 
OR dlogR 
Ze  eree: 


Dadurch geht die Gleichung (8) für den Multiplicator über in 
dlogM  dlogR 1 OR |, 


de wen Re 
oder, da 
b+.-= tr u ur IPs 
n O8 g dE 8 O& 
ist, 
dlogM _ dlogR 1 OR 09,09, 
Ta To San 


Hier kommt es nunmehr noch darauf an die dreifache Summe 
nach r, s, g, wo r und s die Werte 1,2,.. 3n=k, dagegen g 
die Werte 1,2... m zu durchlaufen haben, ebenfalls in eine 
vollständige Derivirte nach t zu verwandeln. 


Zu dem Zweck müssen wir zunächst den Wert von Sr auf- 


suchen, welchen wir, ohne erst A, selbst zu berechnen, auf folgende 
Weise erhalten können. 

Wir differentiiren die Bedingungsgleichungen zweimal nach 
t und dann nach E,, indem wir &’, .... £%& als Functionen von 
&, ansehen. So erhalten wir ein System von m Gleichungen. 
Aus diesen eliminiren wir an a dadurch, dass wir deren 
Werte aus dem Gleichungssystem (7) berechnen und einsetzen; 
OA, OA ' 
0 
welche in b**,,..b**,, enthalten sind, linear ein und lassen sich 
aus ihnen durch Auflösung finden. 

Demgemäss differentiiren wir zunächst 

Pd 

zweimal nach t und erhalten 


dann treten in obige m Gleichungen die m Grössen - 


BEN?) | DRK 


Q 
De u rent —- Ion SCH, 


RER 2 
d Ion »r 
” ae 
wo 
R 9°’ pn Ion En = 
nz te tiert de 


oder, da die Summation nach u und v sich beidemal über die 
Werte 1,2, ... k erstreckt 


9° 0? 
az, E, +22or0E se a 


gesetzt worden ist. Sodann differentiiren wir nach &,. Das gibt: 


5 Ipn 08% en 
= Ok 06T 08 
oder, da 
O°pn 


Im _ 5 Mm ; 
As er Talea 2, ER tn 


_I’pn pn 
Ey 0 ‚+2 08, 
£ Opn 
= 37, ne 
ist, 
Opn 08", don 


10) & 0. 


ENDE OE Era DE 
Ferner entsteht durch Auflösung der Gleichungen (7) nach = v 


Sen 5% ne (bra—btu) 0 


RE, u 0a 
und durch Einsetzung des nee entspringenden Wertes von 
= wird die vorhergehende Gleichung 
IrOR:. 0 Ad 
11) ee, en ar de ( he Rz De) -F 2 ara = 
Nun ist nach den Gleichungen (6) 


b’Yıs— b** he True FAN EI UZ 
ir tüE, 08, 
und gemäss der Gleichung (10) des Paragraphen (1) 


U ON 


ae v En...) 
A ou O8 08, 
also wenn wir noch die Gleichungen (5) beachten 
pr.ohet > d 2: 0°(T (E59) RN 9°(T N OA, Op5 
ir dt Aus 08, 013 u Eu 0E 8 Ob, O&u 
Hierdurch geht die Gleichung (11) über in 


Dee 9°CT+V)__0°T+V) 5,098 098) 
wis OAur O& (at 0% En DE 08; 508, dE, | 
„dd _ 
-r 2 dt 08, =0 
oder 


1 OR On Opg O4, 
md od 


OR Age ıd IATHV) OTHWI_ 
BE 0 et ae, aa 

d Opn 

Ton 


oder endlich, wenn zur Abkürzung 

1 öR Üßs Ipn 

Ron on 

1 OR Igmjd. 0°T+V) 0%(T+V) 

13: Sn 
ET R Om Ola One 


setzen, 


12) 22 


04 dd 
> a un “un = 
a ee 
Geben wir hier dem Index h der Reihe nach die Werte 1, 2,.. 
m, so erhalten wir das m System von m Gleichungen: 


O4, ey} OA £ 
a, x +04: Ti Rn "m +20 = 0 


Du do 


am, | 04, RN: \ * | 
“ms oE, +0: 2 dE, +.. u un En ua 


Aus diesen Gleichungen lässt sich schliesslich der Wert von 


r 


Me RL ; 
dE, bestimmen. Setzen wir nämlich die Determinante 


Kı Roı - +... Omi | 
(2a 0993 +» +... &m2 | 
BR HR LE GER U RER EA == PB 
&ım Com CE u Er Der OXmm 
so ergibt die EN 
OA, d, Opn 
ae ee Een A) 9 
Den also erhaltenen Wert von Se haben wir nun weiter in die 
Gleichung (9) einzusetzen. Dadurch geht der Ausdruck 
1 OR O4, 09, 
14 
RT r 2 082 de, 08 
über in 
1 OR 1: 22, Ipn| 
R T San er P Ofen Bu dt d& 
11 oP se OR 09, 
A Bun ER OR Pie 
zöP 1 oR Op; d Jon 


ne gh u ZEn dt od IE 


Betrachten wir hier zunächst den zweiten Ausdruck. Da nach 
dem früheren 
Ars — Agr 
ist und nach der Bezeichnung (12) auch 
Och T hg 
ist, so ist auch 
OR _ AR  ,oP _ OP 
N 
Es lässt sich daher der zweite Ausdruck in den folgenden um- 
wandeln: 


Ba JP 1 OR Öpg d On Ipn d Ipg“ 
Des an. R dar, \0&, dto& 0& dtd&E ) 
oder 

oP 10R d 


Ips Ipn| 
15) 5 nos dildki de \ 


Setzen wir ferner in den ersten Ausdruck für ßns Seinen Wert 
aus Gleichung (13) ein, so kommt 


ee 
1 oP ‚10R Ipg 5; 1 OR dynld 


pld oT 

BE An nA da de Rd. ME 
%(T+V)| 
de 


Da nun für s sowol als für u der Reihe nach die Werte 1,2,... 
k gesetzt werden müssen, so entspricht jedem Gliede 
TH) en Glied  PCHM. 
a ein Glied Ed, 
es reduzirt sich also der obige Ausdruck auf 
u OR OR And, 
"Bee dam zw BR 00 nv Rdan De 
1 oP 1 oR OR d Op, dp 
ET 
oder, da nach einer Formel der Determinantentheorie }) 
1 OROR d 1. de On 
220,0, a ala) 
ist, 
1 oP d ’10R ‚0gp,0pn 
P Er Oayıe > db KR dar) OE, Or 
oder, wenn wir statt des Summationsindex v den Index s ein- 
führen 


1 oP d 1 0R \ Odys Opn 
1) 2 Zar (Ron.) ara 
Durch Addition der beiden Umformungen (15) und (16) erhalten 
wir somit für den Gesammtausdruck (14) den Wert 
1 De dB OR» Opg Opn 1 OR Qq Op, Opn 
ek 0. 


Dede 


BD En Onzgn Ute R dan Ob Ok | 

oder wegen Gleichung (12) 
1 oP d 1.dP.: "dlogP 
wie een 


Hiernach ist nun also auch der noch übrig gebliebene Teil der 
Gleichung (9) als vollständige Derivirte nach t dargestellt und 
die Gleichung selbst nimmt die Form an 


1) Theorie der Determinanten v. Baltzer $. 53. 


a 
dloegM__dlogR , dlogP 
Te dt 
2 ke = 108 (R.P). 


Der Multiplicator hat demnach, wenn wir von einem constanten 
Factor absehen, den Wert 


Mz=Rsp. 
Es war aber 
ET a RA 
= lag a OR Ops A, 


ROa,. 0; O&, 
ferner lässt sich die Determimante P, da ie Element derselben 
den Factor a enthält, auch schreiben 


R 
OR Op. dpn . 
ne; O8, 
8 


mithin ist der Multiplicator 


OR dp, dpn 

TE Barnüke On 
& Ra-1 

oder, da nach einem bekannten Satze der Determinantentheorie 


ist, 
Isy,0R 09, Opn 
Sans üb Ok 


a 
| Gans | 


Ist V eine ganze Function zweiten ande der ersten Derivirten 


EL) ...&%, So wird 

gr OEM 

“ag, 
nur von &,...& und t abhängig sein; es ist also der Multiplica- 
tor nur eine Function der Coordinaten &,...& und t. Sind &, 
..E% nur linear oder gar nicht in V enthalten, so ist 


aa 
92(T+V) 


) — 
rd, —=0fürr>s 
OPEN)... 
RT 2 ale 
also 
net 
oR BZ} 
rel > 
oR | 
n 


Es reduzirt sich daher für diesen Fall der Multiplicator auf den 
von Jacobi aufgestellten Wert 


mM „»09s IP 


K 08, 08 | 


8.4. 


Der Multiplicator der Differentialgleichungen in der 
Hamiltonschen Form. 


Die Differentialgleichungen der Bewegung in. der UI. Lagrange- 
schen Form waren 


1)‘ z 0 =0; . 


TV) 

Du. 
Bezeichnen wir mit D eine allgemeine Differentiation, welche sich 
auf alle Veränderlichen erstreckt, so ist 


O(T+V KB V) 2, O(T+V 
DIN = DH ZI Dac+ 20 04 


r = 


oder, wenn wir die Gleichungen (1) berücksichtigen 
) DIN = De+ ZpeDg, + 2prDg 


DIV = ar Dt +4 2D+ Da. 


Nehmen wir hier die Me Differentiation im Sinne einer 
vollständigen Derivation nach der Zeit t, so entsteht 


N 1 Be RE 


d BEN) 

KANISTER: 
(T-HV) 

er +V- Zug 


oder, wenn wir 
) Ze: -(T+N)= 
Setzen, 
dH ‚_..  9(T+V) 
4) dt 7 “=H — SE: ., . 
Durch Einsetzung dieses Wertes geht die Gleichung (2) über iu 


D(T+V)=— HDt+ Zp, Dgr + Zp' D4:. 


Es ist aber identisch 
Waadt Gr un, eb: Dg’ ar dr Dp:, 


und durch Subtraction der vorhergehenden Gleichung von dieser 
ergibt sich 


D}Ep.g,— I+V$=H Dt + 29, Dp: — 2p, Dr 


oder 
DH = H’ Dt + Zg, Dpr — Zp' D4.. 


Führen wir nun in H vermöge der k Gleichungen 
AT) 

ung sit Deztig2 Reck) 
anstatt der Veränderlichen q',,Q’a...qx die neuen Veränderlichen 
Pı,Pa --- Pk ein und nehmen die allgemeine D-Differentiation der 
Reihe nach im Sinne einer Differentiation nach den Veränder- 
lichen pı... Pk, Qı--4x und t, so erhalten wir die Differential- 
gleichungen der Bewegung in der Hamiltonschen Form 

a an OH . dp: OH, 


r9p,. dtipz 0g 
va l 27 


ferner die Gleichung 
dH _ _oH 
dt rot: 
oder wegen Gleichung (4) 
o) IH__OH _ _ACT+V) 
DDR ae () { 


en RR 


wo H in den Veränderlichen p, ... px, 9... 4x und t, dagegen 
T-+V in den Veränderlichen q,,... 4x, 9: --. 9x und t ausge- 
drückt zu denken ist. 

Die Hamiltonschen Differentialgleichungen (5) bilden das 
System von 2k simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit 2k +1 Veränäerlichen 


oH oH 

"op, 0, 

dt:dq, :dpı AH aH 
: dgq» : dp, an — an 
a. = BR 2 
De zung 
"Op"  Ogk 


Es wird daher der Jacobische Multiplicator derselben bestimmt 
durch die Gleichung 
dlogM | „OH OH )_ 
dt (00,.0p: Op. dd. 


oder 
dlogM 
= 
er hat mithin den Wert 
M'— const. ei. 


u; 


Für die Anwendung des Princips des letzten Multiplicators 
auf die Differentialgleichungen in der Hamiltonschen Form ergibt 
sich aus der speziellen Form derselben noch Folgendes: 

Wenn der Ausdruck T-+V die Zeit t nicht explicite ent- 
hält, so ist 


OHV) 
Ib an. 
folglich nach Gleichung (6) 
dH | 
TE 0. 
Es ist daher 
8) H= Pr gr: — (I+Y)=a, 


wo a eine willkürliche Constante bedeutet, ein Integral der Dif- 


N. 


ferentialgleichungen (7) oder (5). Dieses Integral drückt die 
Verallgemeinerung des Princips von der Erhaltung der lebendi- 
sen Kraft aus!); es hat Gültigkeit, wenn q, ..q« im Raume. feste 
Coordinaten sind. Zugleich kommt dann in den obigen Glei- 
chungen t selbst überhaupt nicht vor, sondern nur das Differen- 
tial dt. Es lässt sich daher zunächst das von t freie System 
von 2k — 1 Gleichungen 


| OH. oH 
| aDıV 10 
Er TR: 
: dQa : dPo de: 
3008. CD A, dH 
Op Igr 


integriren. | 
Sind von demselben ausser dem von vorn herein bekannten 
Integrale 
H=Zpgr—(T+V)=a 
noch 2k — 3 Integrale 
uerija,; I a alarre dar 
mit den 2k — 3 willkürlichen Integrationsconstanten a, ... Ask ge- 
funden; werden ferner zwei Functionen der Veränderlichen q, 
...4% Pı--- Pk mit u und v bezeichnet und 
du MENT, 
a re 
gesetzt, so wird die vorletzte t nicht enthaltende Integralgleichung 
durch die Quadratur bestimmt 
vdu — u/dv 
u v H,f..) 
OAı, 42 -- AkıPı - » Pr). 
wo unter dem Integralzeichen die Veränderlichen q; .. 9x, Pı-- 
px mit Hülfe der 2k — 2 Integrale und der beiden u und v be- 
stimmenden Gleichungen durch u und v und die 2k — 2 Integra- 
tionsconstanten auszudrücken sind. 


— const., 


1) Hamilton-Jacobische Theorie u. s.w. 8.21. 


RUN a 


Ist nach ausgeführter Quadratur v als Function von u und 
u‘ ebenfalls als Function von u dargestellt, so kann t durch die 


Quadratur 
an ih AU SONeE 
u 


H=zpq.—-(T+V) 
ausgedrückt in den Veränderlichen pı...Pk, 4ı...qgk einzelne 
der q nicht enthält z. B. q, ... Qm, So wird 

oH\UVOH ...,. OH 

0 I °°Igm 
und zufolge der Hamiltonschen Gleichungen (7) 


une, ee in 


_—— 


dt dt ut 
Mithin ergibt die Form der Hamiltonschen Gleichungen, wenn 
H von q, ... Qm nicht affızirt wird, sofort die m Integrale 
Pı =, Pa = 4... Pm = An, 

WO A, ..Am die Integrationsconstanten bedeuten. Auch kommen 
dann die Veränderlichen q, .. qm ebenfalls in den Gleichungen 
(7) nicht selbst vor, sondern nur ihre Differentiale. Es kann 
daher zunächst das von den Veränderlichen t, 9; .. Qm freie Sy- 
stem von 2k — 2m — 1 Gleichungen 


eingeführt werden. 
Wenn ferner 


en): 
Ps gms 
dAdm+ı r dPm.+1 oH oH 


: dQm4+2 : dPm+2 as To 
M+ m 


: dgx: dpk 3H JH 
alarm 
integrirt werden. Sind hier ausser dem von vornherein bekann- 
ten Integrale 
H=a 
noch 2k — 2m — 3 Integrale 
an4 = Agm+4 +» fyx = Agk 

mit den Integrationsconstanten Agm+4- : Ak gefunden und werden 


eu 8 


mit u und v diesmal zwei Functionen von Gm+1:. Ak, Pmsı-- Pk 
bezeichnet, so wird die letzte Integration des obigen Systems 
durch die Quadratur 


| vdu—udv wi 
ou, ‚vH, Ida az fox) = const. 


MYm+ı-- Ak, Pmsı + -- Pr) 


geleistet. 
Die Veränderlichen q,, Q9--.Qm Können dann, wenn mit w 

eine Function von Qmy4ı-..gxk bezeichnet wird, der Reihe nach 

durch die Quadraturen 

"oH dw 

Opı W 


Ga me IN — const. 


er Z const. 


Am — fu EW gen st. 
OP W 
eingeführt werden. 
In ähnlicher Weise ‚besteht die letzte Integration, welche t 


einführt, ebenfalls in einer Quadratur. 


&.D. 
Bewegung eines Punktes, welcher nach dem Weberschen 
eleetro-dynamischen Gesetze von einem festen Punkte ange- 
zogen wird. 


Wir wollen zum Schluss noch eine kurze Anwendung der 
vorigen Entwicklungen geben. 

Es möge ein fester Punkt mit der Masse m, auf einen frei 
beweglichen Punkt mit der Masse m, eine anziehende Kraft aus- 
üben, für welche eine von der Entfernung r und deren erster 
Derivirten r’ der Art abhängende Kräftefunction V besteht, dass 
zwischen dieser und der wirkenden Kraft R der in der Einleitung 
angegebene Zusammenhang stattfindet, also 


N 


a oV 
Rör=0V — H ar 


ist. 
Führen wir hier die Variation und vollständige Derivation 
aus, so kommt 


a ak! , 9°V “ 


FO ar 


Es ist mithin 
RD 
Orr)örgr er‘ 

Da nun bei einer endlichen Geschwindigkeit keine unendlich 
grosse Kraft wirken kann, so muss V eine ganze rationale Func- 
tion von r’ sein; nehmen wir eine ganze rationale Function zweiten 
Grades, setzen also 

vV=e+ßr"+yr, 


wo «, ß und y nur a von r sind. Dann ist 


ON Br Y 7 

6 = en An 

0?V " : 

drdr Se 

0?V 

Ir? 2y; 
mithin 

Ro au dr r? — 2yr” 


Hieraus geht hervor, da in diesem Ausdrucke für die Kraft der 
Coefficient ß, welchen ı” in V besitzt, gar nicht vorkommt, dass 
r' nicht linear in V enthalten sein kann oder dass wenigstens ein 
solches Glied auf die Kraft selbst gar keinen Einfluss ausübt. 
. . Geschieht nun die Anziehung nach dem Weberschen Gesetze, 
so ist die Kraft bekanntlich 

2r 1” 


RR. u en (1 - rt e, 


wo C? eine gewisse, en grosse Constante Me Es ist also 


Öe mm Op mm 
or r2 Nor r? ec? 
_ mm __ mm 


ra)! rc? 


u ee 


LH Ve na (1 _ ar) 

«) Nehmen wir zunächst zur Vereinfachung, da die Bewegung 
in einer Ebene geschehen muss, welche durch den festen Punkt 
und die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit des beweglichen 
Punktes bestimmt wird, diese Ebene als Coordinatenebene der 
x und y und den festen Punkt als Anfangspunkt, so ist die 
lebendige Kraft 


Ma ,. 5 
) T=Z@’+Y”) 
oder, wenn X=TC08p, y=rsing gesetzt wird 
In m) ER? 
T= , ’+r°9°); 


also 
3) T+H+VY=m _ + EL Be 
Die 0 für das se Problem in 
der II. Lagrangeschen Form sind 


aıcT+V) _AT+V,dıT+V_ Bolt 


2 2 


ar nor BT dp 
Nun ist 
AT-FV)_ ImıN\., 
en 
oT-+V 2% 
LER RE 
KT+V) _mım, „ sm, m 
KATHY) _ 
2 — 
Die ee lauten also 
2m mi AR m 
2 dt 0 - Terat r\ 5 g3 ne => 


4*) dt nr F) 0 
Durch Ausführung der Differentiation erhalten wir noch aus der 


ersten Gleichung 
(1-7 an a nn _ Mn 


Fe! r? ce? 


mM; va ‚, Mı 
Ten 
D) "= 
2m, 
TC> 


und aus der zweiten Gleichung 
ro" +2argp'=o 
HH) — ns ; 
Die vollständige Lösung des Problems erfordert 4 Integra- 
tionen. Ein Integral ergibt sich hier sofort aus Gleichung (4*), 
nämlich 


N euty ze, 

wo c, die willkürliche Integrationsconstante bedeutet. Da ferner 
t nicht explicite vorkommt, so kann dasselbe, wenn drei Inte- 
grationen geleistet sind, durch eine Quadratur eingeführt werden; 
ebendies gilt von p, da nur 9’ in den Bewegungsgleichungen (4) 
und (4*) erscheint, schon nach zwei Integrationen. Die Glei- 
chungen (4) und (4*) sind also von der Beschaffenheit, dass sich 
mit Hülfe des Jacobischen Multiplicators und des Integrals J, = cı 
schon die zweite Integration ebenfalls durch eine Quadratur 
leisten lassen muss. Um dies zu zeigen, stellen wir zunächst den 
Jacobischen Multiplicator der Gleichungen (4) und (4*) auf. Der- 
selbe ist bestimmt durch die Determinante | 


9°(T-+V) 9XT-+V) 


wo or’dr dp dr 
9°XT-HV) OT+N) | 
or’ dp dp’ dy 
Nun ist | 
(6 Ay a 
oXT-+V) _ Er Em Val 
Op or Dr dp’ 
OxT-+V) _ 2 
Om. s 
also 


RREn 2.1 00 23 
oder, abgesehen von dem constanten Factor 
6) M= (1— N 


Es muss sich übrigens auch der ice direkt aus der 
Definitionsgleichung desselben herleiten lassen. Dieselbe lautet 
bei den obigen N N 


en > + =. 
Es ist aber nach an (5) 
2m, , 
Dreare 
I. 2m, 
= 
und nach Gleichung (5*) 
ale 10 A a 
LE en 
also 
2m, » | 
9” dp” Tre" 21 
a“ REEL r 
rc? 


2m, d 
108 (1 - a) BalORE 
dlogM _ 2m, \ 
te I) 


M— ( we a 


Nehmen wir nun zwei Functionen von r, r’ und 9‘, am besten r 
und r’ selbst und bilden die Gleichung 
rd" —r"dr=o; 
ferner die Determinante 
gar’) _ Od, 


TI) 
so muss nach der Theorie des Multiplicators 


= (rt dr’ — r” Nr 


ein vollständiges Differential sein, 


3* 


VB 


IE "dr — r"d)=c, 


sein, wenn mit c, die Integrationsconstante bezeichnet wird. 


Nun ist 
09, 
Ya ra dp’ an 
mithin 
M 1 u, 
A re?’ 
ferner war 
m, 2 9 m, 
2 r?c? T r? 
_ 2m, 
rc? 


Setzen wir diese Werte unter das Integralzeichen, so kommt 


en air dt (ar? Hp? - A) 


Hier haben wir noch 9° vermittelst des. Integrals J, =r’p—=c, 
fortzuschaffen. Das gibt 
\ SA RR ; a Sl m ee C TE 
ink rar (rn d\=0. 
Um nun die Quadratur auszuführen, vereinigen wir zunächst die 
beiden Glieder 


2m, ‚ R m, [2 
m PT r dı und + Dan T. dr; 


es ist nämlich 
a» 
Te? \ 


d=d(— Ur 2 


ferner ist 


N Zu dr — d (5 ,— =) 


Durch Einführung dieser ee ae 


Ja( _ U vo an a 
rer" 272 2 = : 


oder 


N 2 
= (5-5 )r?+54 ne 
Wir haben so vermöge des Jacobischen Multiplicators das 
Integral erhalten, welches das Princip der lebendigen Kraft dar- 
stell. Nach Gleichung (8) des Paragraphen (4) wird nämlich 
das Princip der lebendigen Kraft durch die Gleichung 
m Era), nal 


dr — (T+V) = const. 
ausgedrückt. Nun ist 
oT a: m: (1 m )r 
nn —n% r? op 
Ar I mN\ vo, Ma 2 2) MM, 
T+V=m(5 A ce 
also 
2mı“ Q 
H=m, (1-2 )r° °’+m;r?’p” m, (5— SR r’p? 
_ 2 _ const. 
r 
20 a 
Me m, (5 > a )r m, r? y — conSt,, 
oder da To — .c 18 
Ma TR AR REAL, NAER 
eye 


Um nun noch die beiden fehlenden Integrale zu bestimmen 
welche uns @ und t als Functionen von r liefern 


‚ bilden wir 
zunächst | 
_gdr_ 

dp Bra N! 
und drücken vermöge der Integrale J, und J,; p und r als 
Functionen von r aus. Das gibt 

1 mı sub 

Dax nHR 

G+ —— 


ra 30,72 
also 


a 


Fr 
di a] & > 
Sur r Dur 
Aehnlich ergibt sich t aus der Gleichung 
dt — ei =D 
r 
vermittelst der Quadratur 
1 mı En 
De 
J, =t— / 310 dr = C;. 


mı 1,01* 
et on 
Auf die Erörterung der Bewegung und der gefundenen 
elliptischen Integrale!) gehen wir nicht näher ein, da es uns hier 
nur darauf ankommt, die Anwendbarkeit des Princips des letzten 
Multiplicators zu zeigen. 

ß) In ähnlicher Weise lässt sich das Princip des letzten 
Multiplicators bei Integration der Differentialgleichungen benutzen, 
welche in dem allgemeinen Falle, der freien Bewegung des an- 
gezogenen Punktes im Raume entstehen. 

Wir wollen für diesen Fall die Differentialgleichungen in 
der Hamiltonschen Form aufstellen. Führen wir zu dem Zweck 
Polarcoordinaten ein durch die Gleichungen 

x = Q, Sin 95 C08 Q, y = 9, Sin Q Sin ga, 2 = Qı C08 Q,, 
so wird die lebendige Kraft 


1 Er @+y?+29)= > (1 ?+q?g?’+q?sing?’g3 2), 


also 


7), T+VY=m (5- 


[4 m [2 m . N 
n ea g2’+ 5 4sing’g’,? 


gı 6? 
-r 


m, mM, 
dı 


1) Dieselben sind eingehender untersucht in den beiden Abhandlungen: 
1) Ueber Anwendung der Jacobi-Hamilitonschen Methode auf den Fall der 
Anziehung nach dem electrodynamischen Gesetze von Weber von G. Holz- 
müller: Zeitschrift f. Math. u. Physik, herausg. v. D. O. Schlömilch Jahrg. 
XV. 2) De motu perturbationibusque planetarum etc. Inauguraldissertation 
von Seeger, Göttingen 1864. 


ea 1: 1 Aa 


Daraus erhalten wir weiter 


SEE A \g 
3) m (1— 5)dı=p 
a V 

8*) EN, u’qa=P, 
An V DL 9 ! 

++) SE AN een 


Führen wir mit Hülfe dieser Gleichungen in T-+V anstatt q/,, 
Yo, Y, die Grössen p,, Pa; P; ein, so kommt 


1 
Be Te 3P2"_ 3P3 mM, 
u m m) Fa > U m.q,? sin 42° IE gı 
a ge” 
also ist 
H=pgı +Ppge+tPpsds—(T+V) 
Be © R Pı° BED P> Su P3° 
RB / 2 20i 2 
m, (4 „ = nee 2 


2 2 ) 
( NABBENS. N 1 2P2 | 3D3 | m; Hr) 
— N 2 . 3 
m,(1 BEN am \ m,dı Ma Q,” Sin Ga qı 


N 1 6°, 
GH — 3Pı 5 3D2° NED? __ Mı my 
m (1-01, m dı” My dı sin ga? ai 

2 10 


Daraus ergeben sich die folgenden Differentialgleichungen der 
Bewegung: 
a oH __ Pı 


BE RB, m, (1 el, 


g,6?/ 
das __ OH W205 


dt. TI m» qı 


10) dq;__OH __ Ps 
dt 0 Mm, q,? sin ga? 
dp „OH u m, pı? 1 - (2? + 
dt 0g, re (1-. „__ 2, ee Pr’ Er; mr x 
m, m, 


gı? 


a HL Kaas 


dp __ OH _Pp;?cos Ga 


ae ee, ER Der ER N Anz 


dt m. -09,  m..q,?8in:ga° 
Aps u of n 


Die vollständige Lösung des Problems erfordert 6 Integra- 
tionen. Zwei derselben bestehen von vornherein in Quadraturen, 
da t und q, nicht selbst, sondern nur ihre Differentiale dt und 
dq, vorkommen. Es handelt sich also nur noch um die Auffin- 
dung von 4 Integralen. Von diesen ergeben sich zwei Integrale 
sofort, nämlich zunächst das Integral der lebendigen Kraft 


l 2 j 2 
aPı 3Pa 3P 5° MM 
1 1) J = | u Klaren 2 P- TEE 9 FR 5 SERIEN.” 5 = Er. == Bl, i 
1 Br (i 2m, \ ' Meg” m,g,2sing? q Ei 


ge?) 
sodann aus der NE der Bewegungsgleichungen (10) 
2), =p=6, 
wo c, und c, die willkürlichen Integrationsconstanten bedeuten. 
Das letzte der beiden Integrale drückt nach der Bedeutung von 
pP; = my Qı?sings°q, das Princip der Flächen in Bezug auf die 
xy Ebene aus. Können wir nun weiter noch ein drittes Integral 
auffinden, so muss die noch übrig bleibende Integration unter 
Benutzung des letzten Multiplicators durch eine Quadratur zu 
leisten sein. 
Das dritte Integral erhalten wir aber leicht, da p, constant 
ist, auf folgende Weise: 
Aus der zweiten der Bewegungsgleichungen (10) ergibt sich 


a 
2P, = 2m; 9, ° r 


und, wenn wir hiermit die vorletzte der Bewegungsgleichungen 
multipliciren, entsteht 


dp _ COS 4a da 
De De sin gs? dt; 
oder 


dpa... A| 
De a) 
Das dritte Integral mit der Constanten c;? ist also 


13) et — 3}. 


Be WER een 


Um nunmehr noch das vierte Integral mit Hülfe des Multi- 
plicators zu bestimmen, haben wir zwei Functionen von g,, Qs, 
pi, Ps, P; Zu wählen, wozu wir am bequemsten g, und q, neh- 
men; ferner die Gleichung 

gı du — gr dgı =O 
und die Determinante 
(91, 92; H,de,ds) : o(H, Ja, J;) 
0(q1, Q2, Pi, P:,Ps) O(Pı,P2, Ps) 
zu bilden; dann wird das vierte Integral mit der Integrations- 
constanten c, durch 


ga dgs — ge dqıi 

o(H, J2:.];) ec, 

O(p:, P2, Ps) 
dargestellt, wenn gi, Qe und die Determinarte in qı und 
ausgedrückt worden sind. Für die Determinante erhalten wir 
aus den Gleichungen (11, 12 und 2) den Wert 


Ba p | 
CH, J2, 43) _OCH, I) (1 __ 2m; \ ma gu” 
O(Pı,P2,P:) O(P:, P2) = F q1c? | 


oder, wenn wir von einem constanten Factor absehen 
%H, I, d3) __ Pı Pa 


Pi, Pa»Ps)- ET 2m, ' 
q,e" 
ferner ist nach den Gleichungen (8) u. (8*) 


li er, Fr, Pe RK: 


Durch Einsetzung dieser Werte wird 
2mı 
rer 
= 4/1005 
= II — dqı = 
Imsp; Myqı?pı 
Weiter ergibt sich aus uns 


singe? 


und aus Gleichung en 
2mı ma? N 
p = \imı ER —(p +) Ze 


ir Zu 


2mı ma u 
KaDı Fr :V (m: u + qı =)(- ee 


Es ist also schlies slich 


1 dda [a 2m “= j 
u EL 2 m dr: 9 
4 2 1 
= Ve- N on „2 RN TREE 
© l do” Im» N u u 1 2 8 


q? 
Hier kann man das erste Ba, vermittelst der Be. 


V 


leicht ausführen, sodass 


Kt syre cos( Ye he <q = 
" m2c, Nasa 1 m gı? en 


wird. 
Die beiden noch fehlenden Integrale, welche q,; und t ein- 
führen, lassen sich endlich noch auf folgende Weise erhalten: 
Aus der Gleichung (8**) kommt zunächst unter Beachtung 
der Gleichung (12) 


, C08 Q» = cos V 


C 

dQ3 a ein. dt 0. 
ferner aus der Gleichung (8*) in Verbindung mit der Gleichung 
(13) 

dis Age  dq» 


m» qı ? Dar. De 
Ca CR ER TRREIIT 
sın Q» 


und durch Vereinigung beider 


C2 dqa 2 
age Vera a 
“s ging? 
Also ist 
uk dq: ec 
);, =: —C2 | gina? As | 62° : 
sin q2 Bi 
2 sin q2 
J; = Q3 — €3 Arc cos Van Cote a)— 0 


Schliesslich wird t eingeführt dureh 


PS ügı en 
gi 
oder bei Beachtung der Gleichung (8) 
| amı\dgı __ 
ll en 
oder, wenn wir noch den Wert von pı aus Gleichung (14) ein- 


setzen 


‚® 


a, 
2 
 =t—m ER REN 


AO er 
2m, c + —— — 
ar di gqı 
Betreffs der elliptischen Integrale und einer näheren Untersuchung 
der Bewegung verweisen wir auf die schon beim vorigen Falle 
angegebenen Abhandlungen. 


si» 


b 


> 


